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Pseudodistances invariantes sur les domaines

d’un espace localement convexe.

SEAN DINEEN - RICHARD M. TIMONEY
JEAN-PIERRE VIGUE (*)

Dans cet article, nous montrerons que les pseudodistances de Carathéodory
et de Kobayashi coindicent sur les domaines convexes d’un espace localement
convexe. Cecirépond & une question de L. Harris [7]. Le probléme analogue,
en dimension finie, a été posé par S. Kobayashi [13] et résolu indépendam-
ment par L. Lempert [15] et par H. Royden et P. Wong [16]. Dans notre
démonstration, nous utiliserons le résultat de L. Lempert, H. Royden et
P. Wong, le théoréme de Montel et les ultrafiltres.

Nous donnerons ensuite quelques applications de ce résultat. Nous en
déduirons d’abord une nouvelle démonstration de la convexité des domaines
bornés cerclés homogénes d’un espace de Banach complexe F qui admet-
tent une réalisation comme un domaine de Siegel (voir aussi W. Kaup [11]).
Nous montrerons ensuite que, pour un domaine borné convexe d’un espace
de Banach réflexif, I’égalité des distances de Carathéodory et de Kobayashi
entraine I'existence de géodésiques complexes sur D au sens de E. Vesen-
tini [17, 18 et 19]. IA Paide de ce résultat, nous étudierons le probléme
suivant: soient D, et D, deux domaines bornés convexes d’un espace de
Banach réflexif. Soit ¢ un point de D,, et soit f: D, — D, une application
holomorphe telle que f'(a) soit une isométrie surjective pour la métrique
infinitésimale de Carathéodory yp (a,, ). En supposant de plus que, pour
tout point 2z de D,, il existe une unique géodésique complexe passant par
b = f(a) et z, nous montrerons que f est une application bijective de D,
sur D,. [Malheureusement, nous ne savons pas si f est un isomorphisme
biholomorphe].

(*) J.-P. Vicuk tient & remercier le C.N.R.S. (France)/N.B.S.T. (Irlande) pour
Paccord qui lui a permis de visiter Dublin en Mai 1983. Une partie de ce travail a
été faite pendant son séjour.

Pervenuto alla Redazione il 10 Ottobre 1984.
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La théorie des pseudodistances invariantes a été faite par S. Koba-
yashi [12, 13] en dimension finie et par L. Harris [7], T. Franzoni et E. Ve-
sentini [6] en dimension infinie. Pour les propriétés fondamentales des
fonctions holomorphes sur les espaces localement convexes, nous renvoyons
le lecteur & S. Dineen [4], T. Franzoni et E. Vesentini [6].

1. — Définitions et rappels.

Soit F un espace vectoriel complexe localement convexe séparé, et soit .D
un domaine de E. Nous supposerons toujours que D contient ’origine 0
de B. Si.D,c E, et D,c C sont des domaines, nous noterons H (D,, D,) I’en-
semble des applications holomorphes de D, dans D, dont la restriction aux
intersections de D, avec les sous-espaces vectoriels de dimension finie de #
gont holomorphes. Les éléments de H,(D,,D,) s’appellent les fonctions
holomorphes au sens de Gatealix [4]. On dit que les fonctions continues
holomorphes au sens de Gateatix sont des fonctions holomorphes au sens
de Fréchet, ou plus simplement des fonctions holomorphes, et on note leur
ensemble H(D,, D,). Dans le cas ot D, = C, nous écrirons H,(D,) et H(D,),
a la place de H,(D,,C) et H(D,, C) respectivement. Soit 4 le disque-unité
ouvert dans C.

On déduit des inégalités de Cauchy (voir par exemple [4] et [3]) le résultat
suivant.

Levmve 1.1. 8¢ D, est un domaine borné dans C, H,(D,, D,) = H(D,, D,).

Nous munirons I’espace vectoriel H(D) de la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts de dimension finie de #, et nous utiliserons la
forme suivante du théoréme de Montel.

LeEMME 1.2. L’ensemble
4 = {fe H(D, 4)[(0) = 0}
est un sous-ensemble compact de H(D).

DEMONSTRATION. D’aprés N. Bourbaki [1], il suffit de montrer que tout
ultrafiltre W sur A converge vers un élément de A. Soit done U un ultra-
filtre sur A. Pour tout sous-espace vectoriel de dimension finie F de E,
la restriction & D N F des fonctions holomorphes sur D définit un ultra-
filtre W),  sur H(D N F'). Le théoréme de Montel et le principe du maximum
du module montrent que W|, ., » converge vers une fonction holomorphe fr
définie sur D N F 3 valeurs dans 4.
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Si @ est un sous-espace vectoriel de dimension finie contenant F, il est
clair que fg 5, = fr. Les fonctions fr se recollent donc et définissent une
fonction f, holomorphe au sens de Gateatx sur D tout entier. D’aprés le
lemme 1.1, f est holomorphe, et ‘U, converge vers fe A. Ainsi, A est compact.

Soit ¢ la métrique de Poincaré sur le disque-unité 4. La pseudodistéﬁéé
de Carathéodory ¢, sur D est définie de la maniére suivante. Pour tout
2z € D, pour tout we D,

eo(z, w) = sup {(f(2), f(w)); fe H(D, A)} .

Comme A4 est homogéne, on peut supposer que f(z) = 0 et que f(w)>0.
On déduit du lemme 1.2 le résultat suivant:

LeEMME 1.3. Pour tout ze€ D, pour tout we D, il existe une application
holomorphe fe H(D, A) telle que f(z) =0, f(x) = 0> 0, et cp(2, w) = o(f(2),
f(w)) = (0, o).

REMARQUE 1.4. D’apres le lemme 1.1, 1a pseudodistance de Carathéodory
est indépendante de la topologie de ’espace localement convexe E dans le
sens suivant: si G, et G, sont deux topologies localement convexes séparées
sur F telles q’un sous-ensemble D de F soit ouvert pour ces deux topologies,
soient D; = (D, G,) et Dy= (D, G,). Alors ¢p = ¢p,. Ce résultat n’est plus
vrai si on considere des espaces vectoriels topologiques non séparés ou non
localement convexes.

La pseudodistance de Kobayashi k, est définie de maniére duale. Pour
tout z € D, pour tout w € D, on définit d’abord

Op(2, w') = inf {o(§, n); il existe fe H(4, D) telle que f(§) =2 et f(n) = w}.

En général, d, n’est pas une pseudodistance, car elle ne vérifie pas 'inégalité
triangulaire. Awussi, on définit la pseudodistance de Kobayashi kp de la
facon suivante:

m—1

> 00(%y2,1); 0a=12,2,=w; M quelconque} .
i=1

kp(2, w) = inf {

On définit de maniére analogue, et on renvoie le lecteur & [6], [7] et [13]
Jes métriques infinitésimales de Carathéodory yp et de Kobayashi xp.
Pour les domaines convexes de C» L. Lempert montre dans [14] que

kD= 61).
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Ce résultat lui sert en particulier pour montrer le résultat suivant:

TaEOREME 1.5 (L. Lempert [15], H. Royden et P. Wong [16]). Soit D
un domaine convexe de C». Alors on a:

OD - kD = 60 .
De méme, pour les métrique infinitésimales,

Vo= Xbp -

La démonstration de d, = k, peut se généraliser & la dimension infinie.
Par contre, il ne semble pas possible de généraliser la démonstration de
¢p= kp au cas d’un domaine convexe d’un espace localement convexe, et
nous allons généraliser ce résultat par un autre moyen.

2. — Egalité des pseudodistances de Carathéodory et de Kobayashi en dimen-
sion infinie.

Soit D un domaine d’un espace vectoriel complexe localement convexe
séparé E (Pour linstant, il n’est pas nécessaire de supposer D convexe).
Nous avons le résultat suivant:

THEOREME 2.1. Pour tout ze D, pour tout we D,
¢p(2, w) = inf ¢y, p(2, W),

ot F parcourt Pensemble des sous-espaces vectoriels complexes de dimension
finie de E contenant z el w.

D#MONSTRATION. Comme l’injection
t:DNF <D

est holomorphe, ¢ est contractante pour la pseudodistance de Carathéodory.
On a donc

ep(2, W) <0p, p(2, W) .

Considérons I'’ensemble & des sous-espaces vectoriels complexes de dimen-
sion finie de # contenant 2 et w. Définissons un filtre & sur & de la facon
suivante: pour tout G € §, considérons

A= {Fe8|Fo6).
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I1 est clair que les /£, pour tous les @ € §, forment une base de filtre & sur &.
Considérons un ultrafiltre U plus fin que F.

Pour tout sous-espace vectoriel I' de dimension finie de E, on peut
choisir, d’apres de lemme 1.3, une application holomorphe

gr: DNF — A
telle que
@r(2) =0, @p(w) = 07>0,
et que
Cpn (8 W) = 0(0, 0%) .
Soit & un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. Comme W est

un ultrafiltre [1], le lemme 1.2 montre que (¢zq,p) cOnverge, selon U, vers
une application holomorphe

fa: DNG—>A.

De la méme facon, o7 converge, selon U, vers o€ 4.
Il est clair que si G,D Gy,

fe.la,np = fG, .

Ainsi, les f, se recollent et définissent une application holomorphe (au sens
de Gateaflix).

f:D—>A4

telle que f(2) = 0 et f(w) = o. En fait, f est holomorphe d’aprés le lemme 1.1
et on a

¢p(?, w) = lim ¢pn p(#, w) = inf cpa (2, w) ,
U Feb

et le théoreme est démontré.
De la méme fagon, on peut montrer le résultat suivant pour la métrique
infinitésimale de Carathéodory.

THEOREME 2.2. Pour tout z€ D, pour tout vecteur ve B, on a
¥o(2, v) = infy,, z(2, 0),

ot F parcourt Uensemble des sous-espaces vectoriels de dimension finie de B
contenant z et v.
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REMARQUE 2.3. On déduit du théoréme 2.1 que, pour tout z e D, pour
tout w € D, il existe un sous-espace vectoriel complexe F de H, admettant
une base algébrique dénombrable tel que

Cp(2, W) = €5, p(2) W) .

REMARQUE 2.4. Si on suppose que F est réunion croissante d’une suite H,
d’espaces vectoriels de dimension finie, il est inutile d’utiliser les wultra-
filtres. Pour tout n € N, on choisit une fonction

freHDNE,, A)
telle que f,(2) = 0, f.(w) = 0, et que
Cpap, (2 w) = (0, 0,) .

La démonstration se fait alors par extraction de suites successives [pour
chaque p, on définit une suite (f,,) extraite de la suite (f,,-;) telle que f,,
converge sur D N E,]; on prend alors la suite diagonale, et on consideére sa
limite f: D — A4.

Nous pouvons maintenant énoncer et montrer le théoréme suivant:

THEOREME 2.5. Soit D un domaine convexe d'un espace vectoriel complexe
localement convexe séparé E. Alors, on a:

¢p=kp=0p .
De méme, pour les métriques infinitésimales,
Yp= Xb -
DEMONSTRATION. On a toujours
p<kp<p.

Soient z et we D. En considérant, pour tout sous-espace vectoriel I’ de
dimension finie contenant z et w, 'injection

i:DNF D,
on montre que
61)(2, W) < inf 61)” F(Z, ’M)) 9
F

ol F parcourt ’ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension finie de F.
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D’apres le théoréme 2.1, on a

¢p(#, w) = inf 6pa p(2, w) ,
F

et d’aprés le théoréme 5.1 (L. LEMPERT [15], H. ROYDEN et P. WoNa [16]),

Cpa g’y W) = dpqp(2, w) .
On en déduit

ep(2, w)> dp(2, w) .

Ce qui prouve 1’égalité annoncée.

L’égalité y, = yp se montre de facon analogue.

Dans [21], Vigué posait la question suivante: si D est le produit de deux
domaines D, et D,, a-t-on, pour tout (2, %;) € Dy XD,, pour tout (w,,w,)
€ D, xD,

cplxpz((zly 2y), (w1, wa)) = max (cpl(zly W), cD,(zm wz)) .

Comme cette égalité est vraie pour la distance de Kobayashi et pour 4§, , 5,
(voir par exemple [13]), on a le corollaire suivant:

COROLLAIRE 2.6. Soient D, et D, deux domaines convexes. Alors, pour
tout (2y, 2s) € Dy XDy, pour tout (w,, w,) € D, XDy, on a

chxD,((zU #)y (Wy, wz)) = max (cpl(zu W), €p, (225 wz)) .

Il ne semble pas cependant que cette méthode permette de traiter un
produit continu de domaines convexes au sens de [21].
La suite de cet article sera consacrée & des applications du théoréme 2.5.

3. — Convexité des domaines bornés cerclés symétriques.

Dans [20], J.-P. Vigué a étudié les domaines bornés symétriques d’un
espace de Banach complexe et a montré qu’ils étaient homogenes. Il a montré
ensuite que tout domaine borné symétrique a une réalisation comme un
domaine cerclé borné et que cette réalisation est unique & un isomorphisme
linéaire prés. W. Kaup et H. Upmeier [10] ont montré que beaucoup de
domaines bornés symétriques ont une réalisation comme un domaine de
Siegel, et, dans [11], W. Kaup montre que tout domaine borné cerclé symé-
trique est convexe. Nous allons montrer que tout domaine borné cerclé
symétrique qui admet une réalisation comme un domaine de Siegel est
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convexe. Notre démonstration, qui est différente de celle de [10] est tres
simple et utilise essentiellement 1’égalité des métriques infinitésimales de
Carathéodory et de Kobayashi sur un domaine convexe. Commencgons par
la proposition suivante:

ProPOSITION 3.1 (2). Soit D un domaine d’un espace de Banach complexe E,
et supposons que Padhérence D de D est égale

{x € B:|P(x)|<1,Viel},

pour une famille (P,),.; de polyndmes complewes homogénes continus sur E.
Alors,

D= {xekE: y,0,2)<1}.

[Ainsi, la boule-unité pour la métrique infinitésimale de Kobayashi & 1’origine
xo(0, *) est non convexe en général].

DEMONSTRATION. Il est clair que D est contenu dans
A={xekE: y0,2)<1}.

Soit maintenant # e A. D’aprés la définition de la métrique infinitésimale
de Kobayashi, il existe une application holomorphe ¢: 4 — D telle que
@(0) = 0 et que ¢'(0) = Az, pour un nombre réel 1> 1.

On a done, pour tout i€ I,

[Piog|<1.

En calculant le développement en série de P;op(rz) on trouve que, pour tout
r<l,

25
1
P(rg'(0)) = é-g-;fP,-(qp(r exp [i@])) exp [— n,10]d0 ,
0

ol n; est le degré du polynéme homogéne P;. On en déduit que |[P,(¢'(0))|<1,
ce qui montre que = appartient & D.

(1) Alors que la réduction de cet article était achevée nous avons appris qu'un
résultat semblable & celui de la proposition 3.1 avait été démontré par T. BarTH,
The Kobayashi indicatriz at the center of a circular domain, Proc. A.M.S., 88 (1983),
pp. 527-530.
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D’autre part, on sait que, si D est un domaine cerclé d’un espace de
Banach complexe E, la boule-unité pour la métrique infinitésimale de Ca-
rathéodory a l’origine 9,(0, -)

B={zeE: yy0,x)<1}

est égale a enveloppe convexe de D. On déduit de ceci le théoréme suivant:

THEOREME 3.2. Soit D un domaine d’un espace de Banach complexe E,
et supposons que

D = {weE: |PJx)|<1, Vie I}

pour une famille de polyndémes homogénes complexes continues (P,),.;. Alors,
st D admet une réalisation comme un domaine convexe, D est convexe.

DEMONSTRATION. Puisque D admet une réalisation comme un domaine
convexe, yp et yp coincident. Compte-tenu de la proposition 3.1, et de la
remarque précédente, D, qui est un domaine cerclé est égal & 1’enveloppe
convexe de D et est donc convexe.

On déduit du théoréme 3.2 le corollaire suivant:

COROLLAIRE 3.3. Soit D un domaine borné cerclé symétrique d’un espace
de Banach complexe E, et supposons que D admette une réalisation comme un
domaine de Siegel. Alors D est convexe.

DEMONSTRATION. D’aprés W. Kaup et H. Upmeier [10], si D admet une
réalisation comme un domaine de Siegel 8, S est convexe. |C’est une con-
séquence facile du fait que § est égal & son enveloppe d’holomorphie
(voir [20])]. D’autre part, en utilisant des résultats de S. Dineen [5] sur les
enveloppes d’homomorphie, J.-P. Vigué [22] a montré que

D = {we E: |Pyx)|<1, Vie I}

pour une famille de polyndmes homogeénes (P,),.;. D’apres le théoréme 4.2,
D est convexe.

On sait que tous les domaines bornés symétriques de C* admettent une
réalisation comme un domaine de Siegel. En dimension infinie, des condi-
" tions trés générales pour qu’il en soit ainsi sont données par W. Kaup et
H. Upmeier [10].
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4. - Existence de géodésiques complexes.

Rappelons d’abord la définition des géodésiques complexes au sens de
E. Vesentini [17, 18 et 19].

DEFINITION 4.1. Soit D un domaine borné d’un espace de Banach com-
plexe E. On dit qu’une application holomorphe ¢: 4 — D est un géodésique
complexe si ¢ est une isométrie pour la distance de Carathéodory, c’est-a-dire,
si, pour tout ¢, € 4, pour tout {,€ 4, on a:

CD((P(Cl)y ‘P(Cz)) = OA(CU L) = Q(Cu Cn) .

THEOREME 4.2. Soit D un domaine borné d'un espace de Banach compleve H.
Soit ¢: A — D une application holomorphe. Pour que ¢ soit une géodésique
complexe, il faut et il suffit que @ vérific une des deux conditions suivantes:

(1) 41 existe deux points distincts {, et L, de A tels que

CD(¢(C1): ‘P(é‘z)) = 0A(C17 &) = 0(81y a) s

(ii) 41 existe £ € A et un vecteur v non nul € C tels que

Yo(@(8), @'(8) 0) = p,(C, v).

11 est facile de voir que, sur I'image ¢(4) d’une géodésique complexe g,
les distances de Carathéodory et de Kobayashi coincident. Réciproquement,
nous avons le théoréme suivant qui généralise certains résultats de E. Ve-
sentini sur I’existence des géodésiques complexes.

THEOREME 4.3. Soit D un domaine borné convexe d’un espace de Banach
complexe H, et soit G une topologie localement convexe séparée sur EH, moins
fine que la topologie de la norme. Supposons que Padhérence D de D, pour la
topologie de la morme, soit G-compacte.

(i) Etant donnés deux points z et w de D, il existe au moins une géo-
désique complexe @: A — D telle que z et w appartiennent & @(A4);

(ii) étant donnés z € D et un vecteur v € B, il existe au moins une géo-
désique complewe p: A — D telle que @(0) =z et que ¢'(0) soit colinéaire d v.

DEMONSTRATION. Montrons (i). Soit f, € H(4, D) une suite de fonctions
holomorphes telles que f,(0) = 2, fu(os) = w, 0,> 0, limo,= ¢ et (0, o)
= kp(z, w).

Soit

fal) = 3 @nmi™, pour tout neN.
m=0



PSEUDODISTANCES INVARIANTES ETC. 525

Comme D est borné, il existe un nombre réel M > 0 tel que pour tout n € N,
pour tout meN, |@, .| <M. Comme D est borné, la boule B(0, M) est
G-relativement compacte, et sa G-adhérence B(0, M)° est contenue dans
B(0, M').

11 est clair que a,¢=2, YneN. Soit W un ultrafiltre sur N, sans point
adhérent. Par G-compacité, pour tout me N, (), converge selon U
vers @,. Il est clair que a, € B(0, M’).

Par suite, la série

() =S antm
m=0

définit une fonction holomorphe de A dans E.

On montre alors (voir par exemple la méthode de [9, p. 104-106]) que,
pour tout (€A, (f,(0)),en converge, selon U, vers f(¢). Ceci montre que
f(0) = 2, f(o) = w, et f(4)c D. Comme D est convexe, on en déduit que
f(4) c D, et, d’aprés le théoréme 4.2, f est bien une géodésique complexe
telle que f(0) =2 et f(o) = w.

Les hypotheses du théoréme 4.3 sont vérifibes en particulier dans les
deux cas suivants:

1/E est un espace de Banach réflexif et D est un domaine borné con-
vexe de H.

En effet, dans ce cas, le théoréme de Hahn-Banach montre que les adhé-
rénces D» de D pour la topologie de la norme et D* pour la topologie faible
sont égales, et on sait que DF est faiblement compact.

2/E est le dual topologique dun espace de Banach F, et D est la boule-
unité ouverte de E.

Dans ce cas, Padhérence D de D est compacte pour la topologie faible
définie par F.

Remarquons que le cas 2/ s’applique par exemple a la boule-unité
ouverte B de [,(N).

Nous conjecturons que les géodésiques complexes existent toujours
entre deux points quelconques de la boule-unité ouverte d’un espace de
Banach complexe. Si on regarde les espaces de suite classiques, nous avons
montré ce résultat dans le cas de 1,, 1<p< oo, et ¢’est aussi vrai pour ¢,
puisque la boule-unité de cet espace est un domaine borné symétrique.

Ce résultat a des conséquences aussi en dimension finie. Ainsi, du théo-
réeme 4.3 et des resultats de [24] on déduit le théoréme suivant:

THEOREME 4.4. Soit D un domaine borné convexe de C», et soit f: D — D
une application holomorphe. Alors, Vensemble des points fiwes de f est un
sous-ensemble analytique connexe de D.
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5. — Sur la caractérisation des automorphismes biholomorphes des domaines.
bornés.

Si D est un domaine borné d’un espace de Banach complexe E, il est
intéressant d’essayer de caractériser les automorphismes biholomorphes de D
comme les applications holomorphes f: D — D isométriques pour une di-
stance invariante. Une telle caratérisation a été donnée par L. Harris et
J.-P. Vigué [8] avec des hypotheses trés fortes, alors que, en dimension finie,
on déduit de H. Cartan [2] le théoréme suivant:

THEORBME 5.1. Soit D un domaine borné de C», et soit @ un point de D.
Soit f: D — D une application holomorphe telle que f(a) = a et que f'(a) soit
une isométrie surjective pour la métriqgue infinitésimale de Carathéodory
vola, *). Alors f est un automorphisme biholomorphe de D.

Malheureusement, J.-P. Vigué [23] a montré que, méme pour un domaine
cerclé borné D d’un espace de Banach complexe, la caractérisation de
H. Cartan n’était pas valable. Nous allons voir maintenant ce qu’il est
possible de dire dans le cas ol D est un domaine borné convexe d’un espace
de Banach complexe ¥.

Plus précisément, soit Z un espace de Banach complexe réflexif, et soient
D, et D, deux domaines bornés de . Supposons que D, soit convexe, et
soit @ un point de D,. Enfin, soit f: D, — D, une application holomorphe,
et supposons que f'(a) soit une isométrie surjective pour la métrique infini-
tésimale de Carathéodory, c’est-a-dire que, pour tout vecteur v e E, on a

vp,(f(a), f'(a)-v) = y; (a,v).

Nous avons la proposition suivante:

ProrosITioN 5.2. Pour tout x e D,
ep,(f(a), f(@)) = ¢p,(a, @) .

DEMONSTRATION. Soit # € D;. D’apres le théoreme 4.3, il existe une
géodésique complexe ¢ telle que p(0) = a et que x € p(4). Comme f'(a) est
une isométrie pour la métrique infinitésimale de Carathéodory, on a, pour
tout v € C,

¥0,(fo@(0), (fog)' (0)v) = yp, (¢(0), ¢'(0)-v) = p,4(0, v) .

D’apres le théoréme 4.2, fop est une géodésique complexe. On a donc

0D,(f°‘P(0), f°<P(C)) = 04(07 £,
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de méme,
GDI(‘p(O)y (P(C)) = OA(Oy C) 9

ce qui prouve le résultat.

Rappelons qu’un ensemble 4 c D est dit compétement intérieur & D
(et on le note A cc D) si la distance de A 4 la frontiére de D est strictement
positive.

De la proposition 5.2 et de L. Harris [7], proposition 23, p. 381, on déduit
le corollaire suivant:

COROLLAIRE 5.3. Pour tout A cc D,, f~*(4)cc D,.

Supposons de plus que D, est convexe, et que les géodésiques complexes
passant par b = f(a) sont uniques. Plus précisément, nous supposons que
étant donné un point = de D,, il existe, & un changement de paramétre holo-
morphe preés, une seule géodésique complexe ¢ telle que b et & appartiennent
4 @(4). Ceci est par exemple le cas quand D, est la boule-unité ouverte d’un
espace de Banach complexe tel que tout point de la frontiére de D, soit un
point complexe-extrémal de D,, et b = 0 (voir B. Vesentini [19]).

Sous ces hypotheéses, nous allons montrer que f est une application bijee-
tive D, sur D,. Montrons d’abord que f est surjective. Soit x € D,. Soit
p: 4 — D, une géodésique complexe telle que y(0) = b et que = appartienne
2 p(4). D’apres le théoréeme d’inversion locale y(l) € f(D,), si  est suffisam-
ment proche de 0. Choisissons un tel {,70; il existe donc une géodé-
sique complexe ¢: A — D, telle que ¢(0) = a, @(l,) = ¢, et f(e) = p({).
D’apres 'hypothése d’unicité des géodésiques complexes, on a fop = w.
Ainsi, x € f(D,).

Montrons maintenant que f est injectif. Soient ¢ et d deux points de D,,
et supposons que f(¢) = f(d) = e. Soit ¢, (resp. @) une géodésique com-
plexe passant par a et ¢ (resp. d). Comme

Opl(a'y 0) = cpl(a’ d) 9
on peut changer la paramétrisation de ¢, et ¢, et supposer que

P(0)=a, @l)=c
@0)=a, @l =4d.
Nous avons alors
fop(0) =b, fopu(l) = e,
fopa(0) = b, fogs(l) =e.
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Par ’hypothése d’unicité des géodésiques complexes, on a: fogp, = fop,.
Mais, comme f est un isomorphisme d’un voisinage de a4 sur un voisinage
de b, ceci entraine ¢, = @, et b = ¢. Nous avons donc montré le théoréme
suivant:

THEOREME 5.4, Soient D, et D, deux domaines bornés convexes d'un espace
de Bamach réflexif B. Soit a un point de D, soit b un point de D,, et soit
f: Dy — D, une application holomorphe telle que f(a) =b. Supposons que les
géodésiques complexes passant par b vérifie Uhypothése dunicité et que f'(a)
soit une isométrie surjective pour les métriques infinitésimales de Carathéodory.
Alors f est une application bijective de D, sur D,.

On peut se demander si f est un isomorphisme biholomorphe. Pour
Pinstant, nous ne savons pas la réponse. Il serait également intéressant de
savoir si I’hypotheése sur I'unicité des géodésiques complexes est nécessaire.
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